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Resumo

Palavras-chave:

Recentemente foi introduzido um novo método de estimacado dos

componentes da varidncia em modelos mistos lineares(MLM),
denominado Sub-D. Simulacdes numéricas levados a cabo em
MLM com dois e MLM com trés componentes da variancia
sugerem que Sub-D tem um desempenho similar ao estimador
REML e melhor que o estimador ANOVA. Nesse sentido, e uma
vez que Sub-D foi introduzido na sua forma generalizada, isto
é, para um ndmero arbitrario de componentes da variancia, e
o seu desempenho testado somente em modelos com dois e
modelos com trés componentes da variancia, este trabalho tem
por objeto deduzir a sua estrutura para modelos com quatro
componentes da variancia, bem como simular o seu desempenho
nesses modelos.

Modelos lineares mistos, Componentes da variancia, Deduc3o do
método Sub-D.



Abstract

Keyswords:

Recently, a new method of estimation of components of
variance was introduced in mixed linear models (MLM) called
Sub-D. Numerical simulations carried out in MLM with two and
MLM with three components of variance suggest that Sub-D
has a performance similar to the REML estimator and better
than the ANOVA estimator. In this sense, and since Sub-D
was introduced in its generalized form, that is, for an arbitrary
number of components of variance, and its performance tested
only in models with two and models with three components
of variance, this work has by object, deduce its structure for
models with four components of variance, as well as simulate its
performance in these models.

Mixed linear models, Components of variance, Sub-D method
deduction.
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Capitulo

INTRODUCAQO

Este trabalho tem como foco principal a deducao do método para a estimacao dos com-
ponentes da variancia em modelos mistos lineares (MLM), desenvolvido por Silva et al. [17].
Os Autores introduziram o método, deduzindo-o para modelos com dois componentes da
variancia, modelos com trés componentes da variancia e, finalmente, generalizaram-no,
deduzindo-o para modelos com um niimero arbitrario de componentes da variancia. Nessa
perspectiva, e tendo em conta que o método foi particularizado somente para os casos de
modelos com dois e trés componentes da variancia, nesse trabalho pretendemos deduzi-lo
para o caso de modelos com quatro componentes da variancia. O processo de deducao
compreende a aplicagao de uma sequéncia finita de transformagoes ortogonais, as quais de-
nominaram de sub-diagonalizadoras, a estrutura da covariancia do modelo, produzindo um
conjunto de sub-modelos, que serao usados para criar o estimador ao qual denominaram
de Sub-D.

O segundo capitulo é dedicado a introducao das notacoes e dos conceitos relacionados
com a Algebra matricial, que sao indispensaveis para a deducao de Sub-D. O Terceiro
capitulo destina-se a introducao e caracterizagao dos modelos mistos lineares, destacando
os modelos “one-way” e “two-way’. A ultima parte deste capitulo dedica-se a introducao e
descrigao dos mais importantes métodos de estimacao dos componentes da variancia, desta-
cando o método ANOVA e os métodos baseados em méxima verossimilhanca. No quarto
capitulo introduz-se o método Sub-D para o caso particular de modelos mistos lineares
com 4 componentes da variancia; ainda neste capitulo testes numéricos serao realizados,
testando a validade do estimador Sub-D anteriormente introduzido.

O quinto e ultimo capitulo integra as conclusdes e/ou comentarios finais.



Capitulo

ALCEBRA MATRICIAL

Neste capitulo apresentamos algumas nogoes, notagoes e propriedades fundamentais da
algebra matricial, exibindo-os em tépicos necessarios para o desenvolvimento desta disser-
tagao, comecando com a introdugao das nogdes basicas e algumas notagoes (ver Sec¢ao 2.1).
Seguidamente, na Secao 2.2, introduzimos o conceito de matrizes ortogonais e, na Secao
2.3, o de valores e vetores préprios. Na Secao 2.4, introduzimos o conceito de matrizes
definidas e semidefinidas.

Terminamos o capitulo com as duas tltimas segoes (ver Secoes 2.5 e 2.6), subordinadas
a decomposicao de valores singulares e a diagonalizacao de matrizes simétricas, respectiva-
mente.

Para uma revisao mais profunda sobre a Algebra matricial, recomenda-se, por exemplo,
Schott [15]; Horn e Johnson [1]; Rancher e Schaalje [13]; Albert [1]; Lay [5]; Rao e Rao [12];
Monteiro [8]; Magnus e Neudecker [0]; Burden e Faires [2]; entre outras.

2.1 Nocoes basicas e Notacoes

Nesta secao apresentaremos as nogoes bésicas e notagoes sobre a teoria matricial que
sao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

Seja Apxn, 0 conjunto das matrizes (definidas em baixo) com m linhas e n colunas.

Definicao 2.1.1. Uma matriz A € A,x, € uma tabela de mn elementos algébricos dispostos
em m linhas e n colunas, definida por

a1 dip v A1

dp1 dxpp -+ Oy
A=) = | S .

Aml Am2 *° Aun

onde a;; representa o elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna. Diz-se que A ¢ uma
matriz quadrada de ordem m se m = n.
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Sen =1, A diz-se um vetor, e neste caso usaremos uma letra mintscula para representa-lo,
isto é, a € Apux-

Seja A uma matriz quadrada. Se os elementos fora da diagonal de A forem todos nulos,
isto é, a;; = 0, i # j, diz-se que A é uma matriz diagonal e denota-se (notacdes mais usuais)
por,

an 0 e 0
] 0 Ay -+ 0
A =diag(ar1, -+ , Apm) = : A N (2.1)
0 0 - au,

Seaj;=1,i=1---m, diz-se que A é uma matriz identidade de ordem m e denota - se
por A = I, ou seja,

10 -0
01 -0

L.=|. . .| (2.2)
00 - 1

Seja A € Apxm, se A satizfazer a equacdo AA = A, ou seja, AA = A? = A, diz-se que é
uma matriz idempotente.

Seja A € Apxn, se todos os elementos de A forem nulos, isto ¢, a;; = 0, para qualquer
i=1,....mej=1,...,n, diz-se que A é uma matriz nula.

Definicao 2.1.2. Seja AT a matriz que se obtém de A, trocando as linhas pelas colunas
ou vice-versa, tal que cada elemento na linha i e coluna j de A € exatamente o elemento
na linha j e coluna i de AT, a matriz AT diz-se transposta da matriz A.

Teorema 2.1.1. Sejam A, B e C € Ay, @ € B escalares. Seja ainda A, € HApon uma
matriz nula. As propriedades sequintes sao vdlidas para as operacoes matriciais:

(i) A+B=B+A;

(i) (A+B)+C=A+(B+C);

(111)) a(A + B) = aA + aB;

(iv) (a + B)A = aA + BA;

(v) A—A=A+(-A) = Ao;

(vi) A(B+C)=AB+ AC e (A + B)C = AC + BC;
(vii) (AB)C = A(BC);
(viii) (AT)T = A;

(ix) (@A) =aAT;
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(x) (AB)T = BTA™.

Demonstragao. (i) [A + Bl;j = a;; + b;j = b;j +a;; = [B + A];j. Recorde que, [A + BJ;
representa a soma dos elementos das matrizes A e B na i-ésima linha e j-ésima coluna.

(it) [A+(B+C)];; = a;j+[B+Cl;; = a;j+(bij+cij) = (a;j+b;j)+cij = [A+Blij+ci; = [(A+B)+Cl;;.
(iii) [a(A + B)];; = a[A + Bl;; = a(a;; + bij) = aa;j + ab;; = [aAl;; + [aBl;; = [aA + aB];;.
(iv) [(a + P)Alij = (a + Plaij = (aa;;) + (Baij) = [aAl;; + [BA]; = [@A + BA];;.
(v) Dado A e X € Ayxn, tal que
A+X=0. (2.3)
Comparando os elementos correspondentes, temos
a;j + x;; = 0,
ou seja, Xjj = —a;, parai=1,...,me j=1,...,n. A matriz que satisfaz (2.3) é a

matriz em que todos os seus elementos sao iguais aos simétricos dos elementos de A.
Denotamos a matriz X por —A.

p p
ax[B + Clyj = Z ai(byj + cxj) = Z(ﬂikbkj + aiCy))

k=1 k=1

[AB + O)];;

[ 1D4-

P
aikbkj + Z AikCrj = [AB]ZJ + [AC]ZJ = [AB + AC]”

=~
Il

1

(vii) Sejam A € Apxp, B € Apxg € C € Ayxy. Entao,

|4 4 q P9
[ABO); = Y aulBCly= Y as(Y bucy) = Y Y aw(bucy)

k=1 k=1 =1 k=1 I=1
P q q P q P

= Z Z(ﬂikbkz)cl]‘ = Z Z(ﬂikbkz)cl]‘ = Z(Z aibu)cij
k=1 I=1 =1 k=1 =1 k=1
q

= Z[AB]ﬂcl] = [(AB)Clj;

N
>_n

(viii) [(AT)T]ij = [AT]ji = ajj

Anténio Monteiro Pag.4 de 51
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(ix) [(aA)"];; = [aAl; = aa;; = a[AT];; = [aAT];;

(x) [(AB)"];j = [ABl;i = X0 _ apbxi = Xh_[ATI[B I = Xb_,[BT1alAT1x; = [BTAT];;

Definicao 2.1.3. Seja A € Ayxm, isto €, uma matriz quadrada.
(a) Se A=AT, diz-se que A é uma matriz simétrica,
(b) Se A=—-AT, diz-se que A € uma matriz anti - simétrica.

Definigao 2.1.4. Ao nimero de colunas (linhas) da matriz A linearmente independentes
diz-se rank de A e denota-se usualmente por r(A). Se A € Apxn de r(A) =n, onde n < m,
diz-se que A tem o maior rank possivel.

Recorde-se que, um conjunto de vetores x1,X,..., X, sao linearmente dependentes se
existirem escalares aq, ay, ..., a,, nao todos nulos tais que

ax1+anxo + ...+ a,x, =0. (24)

Se nao existirem ai,a,,...,a, que satisfacam a equacao acima, diz-se que os vetores
X1,X2,...,X, sao linearmente independentes.

Definicao 2.1.5. Seja A € A, @ matriz quadrada B € Ay, tal que AB = BA = I, onde
I, € a matriz identidade, diz-se matriz inversa de A. A matriz inversa de A € usualmente
denotada por A™'. Se A admitir matriz inversa, diz-se que é uma matriz invertivel ou nao
singular, caso contrdrio, ela é chamada de matriz nao invertivel ou singular.

Teorema 2.1.2. Seja A € Apxn € A~ uma inversa generalizada de A. Entdo:
(1) (A7)T é uma inversa generalizada de AT;
(i) Se a é um escalar diferente de zero, a”A~! é uma inversa generalizada de aA;
(iii) Se A € Ay € nao singular, A~ = A~! é tnica;
(iv) Se B e C sao nao singulares, C"'A"B~! é uma inversa generalizada de BAC;
(v) r(A) =r(AA™) =r(A"A) < r(A7);
(vi) r(A) = m se e somente se AA™ = I,;;

(vii) r(A) = n se e somente se A”A =1,,.
Demonstragao. Ver Schott [15], Teorema 5.22. O

Teorema 2.1.3. Sejam A e B elementos nao singulares (invertiveis) de Apyxm. Entdo:

Antonio Monteiro Pag.5 de 51
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() (A7) = A
(il) (AB)™! = B1A7!;
(iii) (AT =(AHT.

Demonstracdao. (i) Recorde-se, que uma matriz B é inversa de A™' se A™'B =BA™! =1,,.
Como A~! ¢ inversa de A, entao AA™' = A7'A =1,,. A inversa é tinica, entdao B = A
é a inversa de A7!, ou seja, (A7) = A.

(if) Neste caso, temos que mostrar que a inversa de AB é B™'A™!, ou seja, mostrar que
os produtos (AB)(B™'A™!) e (B~'A™!)(AB) sdo iguais & matriz identidade. Mas,

(AB)(B'A™) A(BB™HA™
= Al,A™
= AA™!

= I,

(B'A™)(AB) B Y(AA™)B
= B7'I,B

= B'B

= I,

Entao, AB é nao singular, visto que a inversa da matriz é unica, conclui-se que

(AB)™! = B-1A"1,

(iii) Por tltimo, tem-se que AA™' =1, e A7'A = I,. Tomando a transposta, (AA™)T =
(L))" =1, e (ATA)T = (I,)" = I,. Entao, A HTAT =(UI,)" =L, e ATAYH =1,
isto implica que, (AT)™' = (A™)T.

O

A inversa generalizada, também chamada inversa condicional de A € HAyxp é qualquer
matriz A~ que satisfaz

AATA=A (2.5)
Teorema 2.1.4. Seja A € Ayxp, onde 1(A) = r, A~ a inversa generalizada de A e seja
(ATA)™ a inversa generalizada de ATA. Entao
(1) r(A"A) =r(AA") =1r(A) =r;

(ii) (A7)T é a inversa generalizada de AT, isto é, (AT)” = (A7)7;

Antonio Monteiro Pag.6 de 51



Cap 2. Algebm Matricial

(i) A=AATAYATA ¢ AT = ATA(ATA) A™:
(iv) (ATA)"AT é uma inversa generalizada de A, isto é, A~ = (ATA)"AT;

(v) A(ATA)"AT é simétrico, tem rank = r e é invariante para a escolha de (ATA)~, isto é,
A(ATA)"AT continua a ser o mesmo, nao importa qual é o valor de (ATA)~ ¢ usado.

Demonstracao.

(i) Sabendo que as matrizes A e B sao conformais para multiplicacdo, entao o r(AB) < r(A)
e r(AB) < r(B). Neste caso, podemos concluir que, "(A~A) < r(A) e r(A) = r(AA"A) <
r(A"A).

Consequentimente,

r(A”A) = r(A).

(il) (A—TAA)T =AT(AT)TAT.
(iii) Seja WTW = A[I — (ATA)"ATA]. Mostra que

W = [[-(ATA)ATA][ATA - ATA(ATA) AT A]
= [I-(ATA)ATA]O = O,

(iv) A[(ATA)"AT]A = A(ATA)"ATA = A, pela parte (iif).

(v) (Searle 1982, p.222) mostra que A(ATA)"AT é invariante para as escolhas de (ATA)™,
seja B e C dois valores de (ATA)~. Entao, pela parte (iil), A= ABATA e A=ACATA, de
modo que ABATA = ACATA.

Para demonstrar que isto implica ABAT = ACAT, mostra - se que

(ABATA — ACATAYBTAT —CTA™) = (ABA™ — ACA™)
x (ABAT — ACA™)".

O lado esquerdo é O, porque ABATA = ACATA. Entao, o lado direito, também é O, e
recorde que para matrizes quadradas os elementos de AAT sdao os produtos das linhas de A,
isso implica que ABAT—ACAT = O. Para mostrar simetria, seja S um inverso generalizado
de ATA. Entao, ASAT é simétrico e ASAT = ABAT desde que ABA™ ¢ invariante para
(ATA)". Portanto, ABAT é também simétrico. Para mostrar que r[A(ATA)"AT] = r,
usando as partes (i) e (iv). O

A inversa generalizada de uma matriz simétrica nao é necessariamente simétrica. Mais
ainda, qualquer matriz admite uma inversa generalizada.

Definicao 2.1.6. Seja A € Apsm. A soma dos elementos da diagonal de A diz-se traco
de A e denota-se por tr(A), isto é

Antonio Monteiro Pag. 7 de 51
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tT(A) = Zﬁl ai.
Teorema 2.1.5. Se A € Auxn € B € A, entao AB € A €

t(AB) = tr(BA).

Demonstracao. Sabendo que (AB);; representa o produto dos elementos das matrizes A e
B na i-ésima linha e (A); representa a i-ésima linha da matriz A. Entao

t(AB) = ) (AB)i= ) (A)u(B).
i=1 i=1
= aibi =) ) by
i=1 j=1 j=1 i=1
= Z(B)j.(A).j = Z(BA)jj = tr(BA).
j=1 j=1

Teorema 2.1.6.

(i) Se AeB e A,xy, entao
tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
(i) Se A € Auxp e B € Apxy, entao
tr(AB) = tr(BA).
(iii) Se A € Apuxp, entao
tr(ATA) = Y1 a7l a;.
(iv) Se A € A,xp, entao

tr(AAT) = Y7 ala;,

onde al.T, ¢ o numero de linhas de A.

(v) Se A = (a;j) € Ayxp for uma matriz com elemento representativo a;;, entao

tr(ATA) = tr(AAT) = L1, TP a2,
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(vi) Se A € A,xn € P e A,xy nao singular, entao
tr(P~1AP) = tr(A).
(vii) Se A,C € A,x, e C é uma matriz ortogonal, entao
tr(CTAC) = tr(A).
(viii) Se A € Apxp de 1(r) e A™ for a inversa generalizada de A, entao

tr(A—A) = tr(AA™) =r.

Demonstragao. Ver Rencher e Schaalje [13], Teorema 2.11.

O

Definigao 2.1.7. Seja A € Apxm. O determinante de A, denotado por det(A) ou | A |, €

definido por

/////

11,000/l
E (—1)f( 1 m)ﬂillﬁlizz e imy

| Al

|
I
—
A
=
=
S
=N
S
=
b
N
=
i
3
=

onde a soma de todas as permutacoes (iy,...,1,) do conjunto dos nimeros inteiros
(1,...,m) e da fungdo f(ir,..., i) € igual ao nimero de transposi¢cio necessaria para trocar

(t1,...,im) para (1,...,m). A transposicdo € a troca de dois inteiros.

O cofator correspondente de a;; é denominado por A;; = (—1)i+fmij. Para qualquer

i,...,mo|A]| pode ser obtido expandindo o nimero de linhas,

gk

| A= ﬂiinj
j=1
ou o numero de colunas,
m
| A= Z a;jAij
i=1

Teorema 2.1.7. Seja a um escalar e A € Ay, Entao
(@) |AI=]AT];
(i) |aA|=a™ | A

(iii) Se A é uma matriz diagonal, entao | A |= a1 ... ap, = I ay;

(iv) Se todos os elementos da linha ou coluna de A sao zeros, | A |= 0;

(2.6)

(2.7)

Antdénio Monteiro
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(v) Se duas linhas ou colunas de A sdo proporcionais a um outro, | A |= 0;
(vi) A troca de duas linhas ou colunas muda o sinal de | A |;

(vii) Se todos os elementos de uma linha ou coluna de A sdo multiplicados por a, entao o
determinante é multiplicado por a;

(viii) O determinante de A nao muda quando um multiplo de uma linha ou coluna é
adicionado a outra linha ou coluna.

Demonstracao. Ver Schott [15], Teorema 1.4. O
Teorema 2.1.8. Se A € Ay for idempotente, A2 = A, e P € A for nao singular e
C € Ay for ortogonal, entao
(i) I - A € idempotente;
(i) AU-A)=0e(I-A)A =0,
(iii) P7YAP ¢ idempotente;

(iv) CTAC ¢ idempotente.

Demonstracao.
(i)
[-2A+A?
= [-2A+A

(I - AY?

Il

N
[
e

Al - A)

Il
BN
I
BN

(iii)

(P'AP)> = P 'APP'AP
PlA%P
P'AP.
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(CT-AC)? = CTACCTAC
CTAC
CTAC;

(CT_Ac)T — CTAT(CT)T
= C'AC se A=AT.

O

A resolucao de problemas em diferentes areas da ciéncia pode resumir-se a encontrar
solugoes de sistemas de equacoes lineares.

Definicao 2.1.8. Um sistema de equacoes lineares é um conjunto de equacoes lineares,
isto €, um conjunto de equacgoes na forma

a;1xy + apxy, + ...+ apXx, =
a»X1 + dxpX, + ... + X, = (o

. . . 9
X1 + AupXo + ... + AuuX, = Cu

em que 4;; e ¢x sao constantes reais, para ,k=1,...,me j=1,...,n.

Usando a Algebra matricial, o sistema de equacoes definido acima pode ser representado
na forma

Ax =C, (2.8)
onde
a;p 4 A1n X1 1
A= a1 ax ﬂ%n ’ X = X2 e C= C2
Am1 Am2 Amn Xy Cn

O conjunto de todas as solugoes do sistema é chamado conjunto solu¢ao ou solugao geral
do sistema.
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2.2 Matrizes ortogonais

A relacao entre uma matriz P e sua transposta PT, fornece espécies importantes na
caracterizagao de uma matriz ortogonal, ou seja, matriz real é ortogonal se for quadrada e
invertivel ou nao singular.

Um vetor p € Ayx1 ¢ denominado de vetor normalizado ou vetor unitdrio se

plp=1 (2.9)
Definicao 2.2.1. Os vetores p1,...,pn € HAmxa, onde n <m sao chamados ortogonais se

pipi=0,

qualquer que seja i # j. Se em adigao, cada p; é um vetor normalizado, entao os vetores
dizem - se ortonormais.

Definicao 2.2.2. P € A,xm, cujas colunas formam um conjunto de vetores ortonormais é
denominado matriz ortogonal se

PP =1
Aplicando o determinante a ambos os lados, obtemos
| PTP |=| PT || P |=| P P=|T|=1.

Assim, | P |= £1 de modo que P seja nao singular, P~! = PT, e PPT = I. Na adicdo para
PTP =1, isto é, as linhas de P formam um conjunto de vetores ortonormais € Hpyx:.

Teorema 2.2.1. Sejam PeQ € A forem ortogonais e A € Ay qualquer, entdao
@) | P|= £1;
(ii) | PTAP |=| A |;

(i1i) PQ é uma matriz ortogonal.

Demonstracao. Ver Schott [15], Teorema 1.10. O
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2.3 Valores e Vetores proprios

Valores e vetores proprios sao explicitamente expeciais, definidos como funcoes dos
elementos de uma matrix quadrada. Em muitas aplicagoes envolvendo as andlises de uma
matrix quadrada, a informacao chave das andlises ¢ munido de alguns ou todos esses valores
e vetores préprios.

Definicao 2.3.1. Seja A € Ayx. Qualquer nimero real A € denominado de valor proprio
de A se existir um vetor nao nulo xe R", tal que

Ax = Ax.

Qualquer vetor x nao nulo que satisfaz a definicao acima é chamado de vetor proéprio
(vetor caracteristico) de A associado ao valor préprio A. Os valores préprios também sao
chamados de autovalores ou ainda valores caracteristicos.

A equagao da definigao 2.3.1 é equivalente a
(Al -=A)x =0. (2.10)

Se | AI-A|# 0, entao (Al — A)~! existiria e a multiplicacdo da equacdo acima pela inversa
conduziria a uma contradicao assumido que x # 0.

Definicao 2.3.2. Seja A € Ayxm, 0 determinante

A —an —a12 s —A1m
—a A—ay --- —lom
| ALy — A |=
—Am1 —Am2 e /\ — Amm

é denominado de polinomio caracteristico de A. E a equacao

| AL, —A|=0 (2.11)
¢é chamada equacao caracteristica de A.

Teorema 2.3.1. Os valores proprios de A sdo as raizes do polinomio caracteristico de A.

Demonstracao. Se A for um valor proprio de A associado ao vetor proprio x, entao (2.10)
pode ser escrito

Ax = (AL)x ou (AL, —A)x =0,

um sistema homogénio de m equacoes e m incognitas. Tem uma solucao nao trivial se e
somente se o determinante da sua matriz de coeficientes se anular, ou seja, se e somente
se | AL, —A |=0. Se A for uma raiz do polinémio caracteristico de A, entao | AL, — A |= 0,
logo o sistema homogénio (A, — A)x = 0 tem solugao nao trivial x, portanto A é um valor
proprio de A. |
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Teorema 2.3.2. Seja A € Ayxm, entao

(7)) O valor préprio de AT é o mesmo de A;
(i) A é singular se e somente se pelo menos um valor proprio de A é igual a zero;

(i11) Os elementos diagonais de A sdo os valores préprios de A, se A é uma matriz trian-
gular;

(iv) Os valores préprios de BAB™! sdo os mesmos que os valores proprios de A, se B € Aypson
e nao singular;

(v) Cada valor préprio de A é +1, se A é uma matriz ortogonal.

Demonstragao. ver Schott [15], Teorema 3.2. O

Teorema 2.3.3. Seja A um valor proprio de A € Apyxm € X 0 vetor proprio correspondente,
entao

(1) Se n é um inteiro > 1, A" é um valor proprio de A" correspondendo ao vetor proprio
de x;

(i) Se A é nao singular, A™! é um valor préprio de A~ correspondente ao vetor préprio

de x;

Demonstragao. Parte (i) é demonstrado usando a relagdo Ax = Ax, ou seja, temos
A'x = A" (Ax) = A" (Ax) = AA" Iy = - = A,
Para demonstrar (ii), multiplicamos a equacao Ax = Ax por A™!, originando a equacao

x=AA"x. (2.12)

Desde que A for nao singular e A # 0, dividindo ambos os lados da equagao (2.12) por A
produz

A7lx = A1,
que é a equacao do valor - vetor préprio para A™', com valor préprio A~ e vetor préprio

X. O

Teorema 2.3.4. Seja A € Auxm com valores proprios, Ay, -+, Ay, entao
(i) tr(A) = L4 Aj;
(ii) | A |= [T A
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Demonstracao. ver Schott [15], Teorema 3.5. O

Teorema 2.3.5. Suponha que x1,--- ,Xx, sao 0s vetores proprios da matriz A € Ayxm, onde
r < m. Se o valor préprio correspondente Ay,---, A, sdo tais que A; # Aj, para qualquer
1 # j, entao os vetores x1,--+ ,X, sao linearmente independentes.

Demonstragao. ver Schott [15], Teorema 3.6. o

2.4 Matrizes definidas e semi-definidas positivas

Para falar de matrizes definidas e semidefinidas positivas ha necessidade de introduzir
a forma quadrdtica.

Definicao 2.4.1. Dada a matriz real e simétrica A € A,xy, se define a forma quadratica
associado a ela como aplicagao de R em R que a cada vetor x, o numero real atribuido
a1 a2

xTAx. Sen = 2 e consideramos a matriz A =
aip dxn

X ~
] eovetorxz[ 1], entao a
X2

expressao na forma quadrdtica é

ay a x
xTAx = [ X1 X2 ] 12 U= A11X3 + 2010X1X; + A3,
a2 dxn X2

a1 di2 413

De forma andloga, se n = 3 e consideramos a matriz A = | a;p ax» a3 | e o vetor
a3 dz3z 0d33
X1
X =| X2 |, entao a expressao na forma quadratica é
X3

a1 dip a3 X1
xTAx = [x1 X xg,] aip Ay a3 X2

a3 dz3 ds3 X3

anx% + 022.7(7% + 2a10X1Xy + 2a13X1X3 + 2023XX3 + 1133.9(%.

Observa que uma forma quadratica é composto por todos os mondémios possiveis de
grau dois de um polindémio de duas ou trés varidveis. Também se observa que o valor de
uma forma quadrética na origem, isto é, quando x é o vetor nulo é zero.

Definicao 2.4.2. Seja A € Ayxn, simétrica, de modo que x"Ax > 0, Y nao nulo, entao,
A ¢ denotado de matriz definida positiva.
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Definicao 2.4.3. Seja A € Auxn, simétrica, de modo que x"Ax > 0, Y nao nulo, entao,
A ¢ denotado de matriz semi-definida positiva.

Os valores proprios Aq, Ay, ..., A,, de matrizes definidas e semi-definidas positivas sao
positivas e nao negativas, respectivamente, ou seja, A; >0, Yi=1,2,...,n.
Teorema 2.4.1. Seja A € A,xy, com valores proprios, A, Ag, ..., Ay.
(i) Se A € definida positiva, entdao A; >0, parai=1,2,...,n;

(i1) Se A € semi-definida positiva, entao A; > 0, para i =1,2,...,n. O nimero de valores
proprios A; para cada A; >0 € rank A.

Demonstragdo. (i) Para qualquer A;, temos Ax; = A;x;. Multiplicando por x, obtemos

xTAx; = Aixx;
x| Ax;

A= = >0
X Xi

1

Na segunda expressao, xAx; ¢ positiva porque A ¢é definida positiva, e x/x; é positiva
porque x; # 0. O

Se uma matriz A é definida positiva, podemos encontrar uma matriz de raiz quadrada
VA. Desde que os valores préprios de A sao positivas, podemos substituir a raiz quadrada
VA; na expressao,

XDXT
= Z A, (2.13)
i=1

A

obtemos,
VA = X VDX" (2.14)

onde, VD = diag( VAL, VA, ..., \/A_n) e X = (x1,x2,...,X,) € uma matriz ortogonal. A

matriz VA é simétrico e tem propriedade

VAVA = (VA)? = A.
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2.5 Decomposicao em valores singulares

A decomposicao em valores singulares é uma fatorizacao para uma matriz de qualquer
dimensao, enquanto que as outras fatorizacoes so se aplicam a matrizes quadradas.

Teorema 2.5.1. Se A € Ayxn de rank v > 0, existem matrizes ortogonais P € Ay €
Q € Auxn de modo que A =PDQT e D = PTAQ, onde a matriz D € Ayx, € dado por

(i) A ser=m=nmn;
(if) [A (0)]ser:m<n;

(iii) [ (ﬁ) l ser=mn<m;

(0)

(iv) [ ©) (0) l ser<m,r<n, elAeAx, uma matriz diagonal com elementos diagonais

positivos. Os elementos diagonais de A? sao os vetores préprios de ATA e AAT.

Demonstragao. ver Schott [15], Teorema 4.1. O

A decomposicao em valores singulares pode ser expressa numa relagao matricial que
depende do rank da matriz.

Considere A € Axn € seja r < min(m, r), rank A. Entao, existem r constantes positivas,
ou valores singulares, 01 = YAy, 02 = VAy,...,0, = VA,,emque A; >0,i=1,2,...,r sao
os r valores proprios positivos de ATA.

Existem, ainda, r vetores proprios g1, 4, ..., qr € ¥ vetores proprios pi, pa, ..., Pr, tal que

r

A=) opq" =PAQ, (2.15)

i=1

em que, P, = [p1lpal -+ Ipi] € Qr = [71192] - - - 19,], s@o matrizes ortogonais e A é uma matriz
diagonal do tipo

g 0 - 0
A 0 0.2 0
0 0 - o

Nesta situacao, Ay, Ax... A, >0e€q1,92,...,9, > 0, sao os r primeiros pares de valores
proprios e vetores préprios de ATA, obtidos de

ATA?)i = Aiqi
em que, Ay > Ay > ... A, > 0 sao os valores estritamente positivos.

Os vetores préprios p;, por sua vez, estao associados aos vetores proprios g, i =
1,2,...,r, pela relacao
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pi = ;Aq:
Desta forma, a decomposicao em valores singulares pode ser escrita pela expressao
A =DP,AQ,. (2.16)

Alternativamente, p;, i = 1,2,...,r, sao os r valores préprios associados aos mesmos
valores préprios positivos A; > A, >---A, >0 de AAT, em que 0; = VA;,i=1,2,...,r sao
os respetivos valores préprios singulares.

Os vetores proprios g;, por sua vez, estao relacionados aos vetores préprios p;, i =
1,2,...,r pela relacao

g = 2 ATp:

2.6 Diagonalizacao de Matrizes Simétricas

A matriz A é diagonalizavel se for semelhante a uma matriz diagonal, ou seja, se existe
uma matriz invertivel ( ver Defini¢do 2.1.5) P tal que D = P"'AP. Entao

(1) os determinantes sao iguais, |D| = |Al;
(i1) os polinémios caracteristicos sao iguais, |D — Al| = |A — All;

(i1i) os valores proprios sao os mesmos e com as mesmas multiplicidades algébricas e
geométricas;

(iv) os vetores proprios correspondem - se, mas nao sao necessariamente os mesmos, se X
¢é o vetor préprio de A associado ao valor préprio A, entao Px é vetor proprio de D
associado ao valor proprio A.

Suponha que A é diagonalizavel e que D = P"'AP, onde D é uma matriz diagonal

Al o --- 0
D = dlﬂg(ALAZ/---/An) = : Do, :

Conclui-se que AP = DP. Se as colunas de P sao os vetores xq, Xy, ...,X,, entao

AP = A(xy...x,) = (Axy ... Axy) (2.17)
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Ay 0 - 0
0 A --- 0

DP = A : (1...x0) = (Axq ... Auxy)
0 0 --- A,

Entao, isto significa que

Ax1 = A1x1,Ax2 = /\zxz,. ..,Axn = Anxn.

A existéncia de P7!, significa que nenhum dos vetores x; é o vetor zero. A; é um valor
proprio de A e x; é seu vetor proprio correspondente. Como P tem uma inversa, esses vetores
préprios sao linearmente independentes, portanto A possui n vetores préprios linearmente
independentes. Caso contréario, se A tem n vetores préprios linearmente independentes,
entdao a matriz P cujas colunas sdo esses vetores préprios serd invertivel, e teremos P'AP =
D, onde D é uma matriz diagonal com entradas iguais aos valores proprios de A.

Uma matriz A é diagonalizavel se ela for semelhante a uma matriz diagonal, neste caso,
diz - se que A pode ser diagonalizada.

Teorema 2.6.1. Matrizes semelhantes tém os mesmos valores proprios.

Demonstragdo. Sejam A e B semelhantes, entdao B = P7!AP para alguma matriz P in-
vertivel. Provaremos que A e B tém os mesmos polindmios caracteristico, fa(A) e fz(A),
respectivamente.

Assim,

fs(A) =l AL, =B| = | AL, —P'AP|
= |P'ALP-P'AP |
= | P7Y(AL, — A)P |
| PP AL —A|
= | AL, = A= fa(A) (2.18)

Como fa(A) = fp(A), entdao A e B tém os mesmos valores proprios. O

Os valores proprios de uma matriz quadrada nem sempre sao reais. Por exemplo,

tem valores préoprios complexos, —i e i, respectivamente. Por isso,

1 0
nem sempre é possivel diagonalizar uma matriz. Essa situacdo muda se as matrizes sao
simétricas.

a matriz l

Teorema 2.6.2. Toda matriz simétrica de elementos reais tem valores reais.

Demonstracao. Considere uma matriz simétrica

i)
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onde a, b e ¢ sdo reais. O polinémio caracteristico dessa matriz é

p(d) = |A-All

a-A b ‘

b c—-A

= @a-Mc=-A)-p

= ac—ad—cA+A* -1
= A= (a+c)A +ac— b

Calculando o descriminante A, tem - se

A = [—(a+c)]2—4.1(ac—b2)=L12+2ac+cz—4ac+4b2
= > —2ac+ 2 +4* = (a—c)® +4b* > 0.

Como A > 0, as raizes de p(A) sao reais. Portanto, os valores préprios de uma matriz
simétrica sao reais. O

Se uma matriz A é diagonizavel através de uma matriz ortogonal P, entdao ao invés
de escrevermos A = PDP~!, simplesmente podemos escrever A = PDPT, isso ocorre para
qualquer matriz simétrica.

Teorema 2.6.3. Se uma matriz A é simétrica (AT = A), entdo os vetores prdprios corre-
spondentes a diferentes valores proprios sao ortogonais

Demonstragao. Suponha que A e u sao dois quaisquer valores préprios de A e que x e y
sao os vetores proprios correspondentes. Entao, Ax = Ax e Ay = uy. O objetivo dessa
demonstragao é encontrar duas expressoes diferentes para o produto x"Ay. O produto da
matriz X" Ay € Arxq ou equivalente a um nimero. Desde que Ay = uy, temos

xTAy = x'(uy) = ux"y.

Mas também, desde que Ax = Ax, temos (Ax)" = (Ax)T = AxT. Para quaisquer matrizes
M, N, (MN)" = NTMT, assim (Ax)"xTAT. Mas AT = A, assim x'A = Ax", portanto

xTAy = AxTy.

Portanto, temos duas expressoes diferentes para x"Ay que sd@o pux'y e Ax'y. Se pode
concluir que

ux'y = Ax"y (2.19)
ou

(u=A)xTy=0.
Desde que A # u, tem-se que u — A # 0. Deduzimos, entretanto que, x'y = 0, diz
precisamente que x e y sao ortogonais, que ¢ exatamente o que queriamos provar. O
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MODELO LINEAR MISTO

A selecao de modelos é uma parte importante de toda pesquisa em modelagem estatis-
tica e envolve a procura de um modelo que seja o mais simples possivel e que descreva
bem os dados observados que surgem nas areas da agricultura, ecologia, economia, engen-
haria, medicina, ciéncia politica, sociologia, zootecnia, bem como o controle da qualidade
industrial e melhoria, etc.

Um modelo linear que apresenta somente fatores de efeitos fixos, além do erro experi-
mental, que é sempre aleatorio, é denominado modelo fixo, enquanto que, os modelos que
apresentam apenas fatores de efeitos aleatdrios, exceto a constante u, que é sempre fixa, é
denominado modelo aleatorio.

Um modelo linear misto(MLM) é aquele que apresenta tanto fatores de efeitos fixos
como aleatdrios, além do erro experimental e da constante u. Para a andlise dos MLM,
alguns pontos sao relevantes, como por exemplo, testes e estimacao dos componentes da
variancia e testes de hipoteses para os efeitos definidos como fixos.

Na andlise dos MLM nao equilibrados, o problema nao ¢é tao simples, em razao da opcao
pela estrutura da matriz de variancia-covariancia e da escolha das técnicas de estimacao
dos componentes da variancia. Por exemplo, a técnica de ANOVA adapta facilmente aos
MLM com dados equilibrados, mas nao se adapta em situacoes com dados nao equilibra-
dos, porque utiliza calculos baseados em modelos de efeitos fixos, em vez de mistos. Por
conseguinte, a ML e REML, fornecem estimadores com vérias propriedades estatisticas
otimas tanto para modelos com dados equilibrados como para dados nao equilibrados.

Os modelos estatisticos tém estado associados aos modelos de efeitos fixos envolvendo
um fator com k niveis definindo grupos, denominado preditor, e 1n; observagoes (indepen-
dentes) de cada grupo i, denominado erros residuais, que podem ser escritos na seguinte
equagao escalar:

yisut+ai+e;,i=1,..kj=1...,mn, (3.1)
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onde y representa o vetor das observacoes, u e a; sao constantes fixas finitas e de-
sconhecidas que caracterizam a média do modelo e as varidveis aleatdrias, &;; represen-
tam os erros residuais aleatérios e independentes com média zero e variancia o2, ou seja,

Eij ~ N(O, 02).

O modelo (3.1) pode ser representado na seguinte forma matricial:

y=Xp+e, (3.2)
ou seja,
N 1 x1 x12 ... Xk ﬁo &1
Y2 B 1 x1 x2p ... X ,31 N &2
Yn 1 Xn1 Xn2 oo Xk ,Bk En

onde o vetor € tem uma distribuicao com média 0,, vetor nulo cujos componentes sao zeros
e matriz variancia - covariancia, o2I,,.
Seja L(z) a matriz da variancia-covariancia do vetor aleatério z. O modelo (3.2) tem

uma distribuigao com média XB e matriz variancia - covariancia, X(y) = o*I.

Definicao 3.0.1. Seja yeR" (vetor de respostas). O modelo linear misto € definido por

n+1

y=Xp+) X, (3.3)

onde y ~ (XB,X), com X = Z?:ll GfMi, sendo M; = X,Xl.2 matriz dos efeitos fixos e e R
vetor de valores esperados (fixos). A matriz X e A,y, representa os efeitos fixos do modelo,
enquanto que X;, i = 1,...,1n + 1, matrizes conhecidas (fixas), determinam a estrutura da
variancia - covariancia do modelo. Os vetores f;, i = 1,...,n + 1, representam os efeitos

aleatérios e independentes nao observéaveis do modelo. Assim, tem-se que E(B;) = 0), e
Z(Bi) = Gflpi, de modo que

E(y)=0, e X(y) =Y o®M,

onde M, ;1 =1, e 01.2, .. .,yi .1» Sao0 parametros positivos, desconhecidos e fixos, designados
de componentes da variancia.

3.1 Modelo one-way

O modelo definido em (3.1), conhecido como modelo one-way, aplica-se a dados equili-
brados e ndo equilibrados. Os parametros u (constante fixa e desconhecida caracterizando
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a média) e a; s@o os efeitos independentes devido a observacao y, tendo a distribuicao com
média 0 e variancia 02, enquanto que, €jj sao erros aleatdrios e independentes com média
0 e variancia o2.

O modelo one-way de efeitos aleatérios é (matricialmente) representado por:

y=Zu+Zia+e, (3.4)
ou
1 0 0
1 1 0 ... 0 (1) (1) " 8
n 551 aq &1
y,z:}(l)(l) 8’“%2+010...02+2,
Y SRS D En
0 0 ... 0 1
0 0 ... 0 1

onde y e € é definido em (3.2), Z; €Ayt a tem uma distribuigdo com média 0 e

Xk)ng?
matriz variancia-covariancia o2I.

O modelo em (3.4) tem uma distribui¢do com média Xu e matriz variancia-covariancia
dado por L(y) = 05Z1Z] + 02, onde 07 e 07 sdo denominados de componentes da variancia.

3.2 Modelo two-way

Nesta Secao apresentamos o modelo two-way para dois fatores aleatorios, pois temos
dois modelos que podem ser utilizados e sao eles: modelos cruzados, Secao 3.2.1 e modelos
aninhados, Secao 3.2.2.

3.2.1 Modelos Cruzados

O modelo com dois fatores equilibrados e com efeitos cruzados e iteracao é dado por:
Yij= U + a; + ﬁ] + Vi + Eijkys (35)

comi=1,...,a; j=1,...,b; k=1,...,n.

Para este modelo u ¢ um parametro comum a todos os tratamentos e representa a média
geral dos dados, a; e B; sao os efeitos devido ao i-ésimo e ao j-ésimo nivel do fator P e O e sao

variaveis aleatérias independentes com média zero e variancias 012) e Gé, respectivamente e
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yij ¢ a interagao entre os fatores P e O, que também tem distribui¢ao normal com média zero
e variancia G%. A varidvel aleatéria €;j corresponde ao erro aleatério experimental, ou seja,
a variabilidade nao explica pelo modelo devido as variacoes presentes em diversas fontes
nao consideradas no estudo. Este tem distribuicio normal com média zero e variancia 2.

Resumindo, podemos ter u ¢ a média geral dos dados, a; o efeito do nivel i do fator
P, B; o efeito de nivel j do fator O, y;; é o efeito do nivel ij da interacao entre P e O
e &;x componente aleatério do erro. O erro, os efeitos a;, B;, y;; tém as distribuicoes,
i ~ N(O, a?), a; ~ N(O, 0123), Bi ~ N(, Gé) e vij ~ (0, G%), respectivamente. Além disso,
@i, Bj, Vij e €ijx sao independentes para todo, i, j, k.

3.2.2 Modelos Aninhados

A anélise de uma variancia hierarquizada ou aninhada é uma extensao da ANOVA,
em que cada fator é dividido em subgrupos destes fatores. Estes subgrupos sao escolhidos
aleatoriamente a partir de um conjunto maior de subgrupos possiveis.

O modelo de dois fatores aleatérios para classificacao aninhada com dados nao equili-
brados é dada por:

Yijk = U + a; + ‘Bl] + Eijkys (36)

ondei=1,...,a; j=1,...,b; k =0,...,n; y; ¢ a k-ésima observagao de j-ésima nivel
do fator B dentro do i-ésimo nivel do fator A, p ¢ a média total, a; é o efeito devido ao
i-ésimo nivel do fator A, f;; é o efeito devido ao j-ésimo nivel do fator B hierarquizado sob

o i-ésimo nivel do fator A e &;j ¢ o erro residual.

Supoe - se que, a;8, B;jS € €;jx sao mutuamente e completamente variaveis aleatérias nao

correlacionadas com média zero e variancias 0%, 02 e 02, respectivamente. Os parametros

p
a2, 0!23 2 sdo conhecidos como componentes de variancias. O modelo descrito acima

implica que o nimero dos niveis do fator A é a e existem niveis b do fator B dentro de cada
nivel de A. Seja b denominado o nimero total de cada subgrupos, sabendo que b = Y.7_; b;.
O ntimero das observagoes n subgrupo j do grupo i é n;;.

e o0

Matricialmente o modelo em (3.6) é representado por:
y=XB+ Xia+Xof+ Xzy +el, (3.7)

onde @, B, tem distribuigdo normal com média zero e variancia o°.

3.3 Estimacao dos Componentes da Variancia

As Componentes da variancia sao as variancias associadas aos efeitos aleatorios de um
modelo, pois a populacao e o método de melhoramento a serem utilizados dependem de
algumas informacgoes que podem ser obtidas a partir dessas componentes da variancia.
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Diversos métodos tém sido desenvolvidos para estimar as componentes da variancia,
destacando-se 0 método da andlise da variancia (ANOVA), métodos de Henderson, esti-
mador quadratico nao - viesado de norma minima (MINQUE), estimador quadratico nao
- viesado da variancia minima (MIVQUE), estimador quadratico ndo - viesado de norma
minima iterativo (I-MINQUE), maxima verossimilhanga (ML) e maxima verossimilhanga
restrita (REML).

Dos vérios métodos de estimacao das componentes da variancia , destacamos a nossa
atenc¢ao no estudo da ANOVA, ML e REML.

Para melhor analise e um conhecimento mais profundo sobre Modelo Linear Misto:
Modelo One-Way, Modelos Two-Way e Estimacao dos Componentes da Variancia, por ex-
emplo, consulte:Hocking [3]; McCulloch and Searle [7]; Moser [9]; Muller and Stewart [10];
Rencher and Schaalje [13]; Sahai and Ojeda [11]; Searle et al. [16]; Stapleton [19]; Myers
et al. [I1], e muitas outras.

3.3.1 Método da Analise da Variancia

O método da anédlise da variancia(ANOVA), em geral é adequado para modelos simples,
que envolvem dados balanceados. Os estimadores ANOVA apresentam muitas proprieda-
des, por exemplo, nao-viesados e tém variancia minima, sao fungoes de estatisticas sufi-
cientes, para as quais podem ser obtidas estimativas dos erros padroes associados, e uma
aproximacao dos niumeros de graus de liberdade. Quando os dados nao sao balanceados,
nao existe um unico modo de se obter a tabela da andlise da variancia, levando a diferentes
estimativas para um mesmo componente. Como uma desvantagem pode-se citar o fato de
que esse método nao exclui a ocorréncia de estimativas negativas para as componentes da
variancia, fato que torna a propriedade de estimador nao viesado pouco interessado.

Do MLM (3.3), podemos obter os erros quadraticos das diferentes fontes, dado por,
S=y'Py, i=1,...,n+1 (3.8)

de modo que, X"P;X = 0,,,, onde P;e L, X € Ay, dos efeitos fixos conhecidos.

Segundo Schott [15], Teorema 9.18(a), o valor esperado de S7 que dependerd apenas
das componentes da variancia é dado por

tr(P;) + (XB) "P«(XB)

n+1

= tr(Z )/]'Pl'Mi)
j=1

E(S?) = tr{P.E(yy™)}

n+1

_ Z tr(X] PiX)). (3.9)
=1
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S? V1 tr(X]P1Xy) - (X, P1Xe)
Desde que, S=| -+ |, y=| - e C= : : ,
S Vs (X PiX) oo (X Pasa Xn)
obtém-se
E(S) = Cy. (3.10)

Igualando S = Cy, obtém-se
p=C7s, (3.11)

onde C é uma matriz quadrada nao singular e de rank completo, uma vez que o nimero
de fontes da variacao é igual ao nimero das componentes da variancia. Para situagoes em
que ha mais variacoes de fontes do que componentes da variancia, pode-se usar uma das
variagoes do estimador baseada em ANOVA:

7 =(C"C)"!C"Ss. (3.12)
As equagoes (3.10) e (3.11) sao imparciais, isso implica que:
E(p)=CE(S) =C'Cy = y;

E(7) = (CTC)"ICTE(S) = (CTC)"'CTCy = y.

3.3.2 Método da Maxima Verossimilhanga

O método da méxima verossimilhan¢a(ML) foi desenvolvida por Fisher em 1922, mas
Hartley e Rao em 1967 apresentaram a especificacao matricial de um modelo misto e a
derivagao de equacoes ML para varias classes de modelos.

Umas das vantagens do ML ¢ a geracao de estimativas nao negativas dos componentes
da variancia. Para a estimacao ML dos componentes da variancia os efeitos fixos devem ser
conhecidos, caso contrario, sao substituidos por suas estimativas obtidas por ML. Porém, na
estimacao dos componentes da variancia, o método ML nao considera a perda de nimero
de graus de liberdade devido a estimacao desses efeitos fixos, causando entao o vicio,
que conduz a subestimativas dos parametros da variancia e, portanto podem conduzir a
inferéncias incorretas.

O método da maxima verossimilhanca consiste em maximizar a fungao densidade de
probabilidade em relacao a efeitos fixos e aos componentes da variancia.

Seja o MLM dado em (3.3), sabendo que y terd distribui¢do normal multivariada, com
média X e matriz variancias-covariancia X, ou seja, y ~ N(XB, X).
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A funcao de verossimilhanca é dado por

n 1 1
LB,y)=@2n)2 | X2 exp[—z(y —- XB)"Z N (y — XB)], (3.13)
sendo | X | o determinante da matriz X.

Maximizando o logaritmo da funcao de verossimilhanca e diferenciando-as em relagao

aos componentes da variancias( ver Silva et al. [17], Teorema A.1.3 e A.1.4), obtemos
respectivamente,
LB, y) = IlogIL(B, )]
__nlog(2m) log|Z| (y—XB)'E'(y - XB) (3.14)
- 2 2 2 '
e
nlog(2m loglxZ| y—Xp) T (y-X,
8)/{ B 8)/1
=0, i=1,...,n+1 (3.15)
De (3.14), obtemos
tr(Z7'My) = (y = XB)TZ ML (y — XB). (3.16)

Por conveniéncia, escreve-se
P=x!'-2XX"z'x)Tz 7, (3.17)
e notando que X~} (y—XB*) = Py, onde B* é a solugao da equagio geral normal, X" 1XB =
XXy em B, teremos
tr(Z'M;) = y" PM,Py. (3.18)
Quando (XTX"1X) é uma matriz singular, (X" X1 X)™! deve ser substituido por (XTX1X)".
Notando que

tr(Z M) tr(ZTMZTIT)

n+1

= Y ytr(ETMETM)). (3.19)
=1

Matricialmente, o sistema de equagoes em (3.17) dado por

yTPM1Py tT(Z_lMl Z_lMl) cee tT(Z_lMlz_an_,_l) Y1
yT'PM,Py tr(ZIMoZ M) oo (2T IMLE T M) V2
) = ) ) . .|, (3.20)
y'PM,..1Py My M) - (T My 27 M) [ yaa

A

que éresolvidoem y' = [ Y1 V2 Vi ]dé—se a estimativa desejada p' = [ Y1 V2 Vnn ],
onde Y é chamado estimador de ML para 7.
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3.3.3 Método da Maxima Verossimilhanga Restrita

Os estimadores das componentes da variancia, pelo método da maxima verossimil-
haga restrita(REML), tem sido amplamente adotados, porque eliminam o primeiro dos
problemas encontrados no método ML, ou seja, leva em consiracao os graus de liber-
dade envolvidos na estimacao dos parametros fixos do modelo. Sendo assim, estimativas
REML das componentes da variancia tendem a ser menos viesadas que as estimativas de
ML, permite também a imposicao de restricoes de nao negatividade e ainda o método
REML difere de ML pelo fato da verossimilhanca dos dados a ser maximizada somente
para efeitos aleatérias, sendo assim, REML é chamado de solucao restrita. Dessa forma,
o método REML é o procedimento ideal de estimacao dos componentes de variancia com
dados desbalanceados.

O método REML, pode ser aplicado a dados desbalanceados, permite ajustar modelos
que nao podem ser acomodados pela ANOVA e também ajustar varios modelos alterna-
tivos, escolhendo o que se ajusta melhor os dados.

O REML ¢é uma variante de ML, para modelos mistos e foi utilizada por Patterson
e Thompson em 1971 para delineamento em blocos. Os estimadores REML sao obtidos
maximizando a parte da fungao de verossilhanca de uma matriz de combinagoes lineares
das observagoes que sao invariantes para o parametro de locagao, ou seja, em termos de
modelos mistos y = X + Z?:ll Xifi ¢ invariante para XpB. Seja L essa matriz, entao, a
distribui¢ao z = Ly, se e somente se, LX = 0,, onde n é o nimero de linhas de L.

Em z, a dependéncia dos efeitos fixos f é eliminado, portanto z tera menos graus de
liberdade do que y, consequentimente os estimadores baseados viés, por isso, que o método
de REML é preferivel em vez de ML.

Recordando que y ~ N(XB, L), e usando o teorema A.1.8 ( ver Silva et al. [17]), obtemos
z=Ly~ N(0, X%, (3.21)

onde,x* = Y1 yiLM;L" e L deve ser de rank completo com o nimero méximo de linhas
e um elemento de Apy—pxm, onde r = #(X) e da forma L = B(I - X(X"X)™'X"), onde B
especifica um rank completo de transformacoes das linhas de X(X™X)™'XT e (X" X)™!, deve
ser substituido por (XT) quando X"X é singular.

O logaritmo da fungao de probabilidades do modelo (3.20) sera

(n—nlog2m) log |X*| 27(Z*)'Z
2 2 2

I'(y) = (3.22)

Derivando [* em relagdo aos componentes da variancia, obtém-se (ver Silva et al. [17],
Teoremas A.1.3 e A.1.4)
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gy MEE) e

(@) gyl MILT)

- 2

. 2T (Z) (T yLMILT(E) )z

2
tr((2*)'LM,LT)) N ZT((Z)'LMLT(2*) )z
- 2 2
=0, i=1..,n+1, (3.23)
De acordo com (3.22), concluimos que (ver Silva et al. [L7], Proposigao 2.1.1)

tr(Z)ULMLT) = ZT((Z°)'LMLT(Z0) )z
= tr((Z°)'LM,LT(Z*) ')
n+1

= () ' LMLT(Z) Z y,LM,LT)
=1

n+1
= Y ytr((@) T LMLT(E) T LMILT)
=1
n+1
= Y ytr(LTE) LMALT (Z%)'LM)). (3.24)
=1

Assim, a equacao acima se torna
Y =My (3.25)

z"((Z*)'LMHLT(Z°) )z 7
zT((Z*) LML (%) )z V2

onde ¢ = , e

ZT((Z.)_lLMnHLT(Z.)_l)Z yn+1

LTS LM LTS ULM,) - (LT LML TS LM, )
LTS LML LTS ULM,) -+ (LTE T LMLLTE LM, 1)

tr(LTE LM, LTS ULMy) -+ (LT LM, LTE LM, 1)
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Capitulo

INFERENCIA EM MLM COM 4
COMPONENTES DA VARIANCIA

4.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos e discutimos o método Sub-D, para MLM com 4 compo-
nentes da variancia, que é um método desenvolvido por Silva et al. [I7]. O desempenho
do método Sub-D serd comparado ao desempenho dos métodos baseados em ANOVA e

REML.

Na subsecao (4.2.1), deduziremos o método Sub-D para MLM com 4 componentes da
variancia. Finalmente, na se¢@o (4.3), realizaremos testes numéricos utilizando o método
Sub-D para MLM com 4 componentes da variancia.

4.2 Meétodo Sub-D

O método Sub-D (ver Silva et al. [17]), é um método desenvolvido para estimar os com-
ponentes da variancia em MLM com um ntimero arbitrario de componentes da variancia,
tendo-se revelado um método extremamente eficiente, uma vez que produzimos estimativas
centradas em todos os modelos simulados: One way e two way cruzados e aninhados, ao
contrario dos métodos de ANOVA e REML.

Segundo silva o método ANOVA revelou-se eficiente somente no modelo one way equi-
librados, enquanto que o REML, apesar do desempenho eficiente os modelos one way e two
way cruzados simulados, mantém um menor erro quadratico médio (e.q.m), produzindo
estimativas com baixa eficiéncia nos modelos aninhados.

O método Sub-D mantém um desempenho constante para todos os modelos que foram
aplicados, fornecendo estimativas sempre precisas, ao contrario de REML, que por exemplo,
em modelos nao equilibrados two way aninhados (ver Silva et al. [17], secao 5.4) fornece
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estimativas nao centradas, embora parece ter melhor desempenho para componentes da
variancia com valores maiores que 1. No caso de ANOVA, as estimativas sao extremamentes
enviezadas, uma vez que fornece estimativas nao centradas tanto para modelos aninhados
e cruzados.

Quanto a sua eficiéncia e o tempo de execucao, calcularam as estimativas e o desvio
padrao correspondente ao modelo two way aninhado, y1, Y2 e y3, tomando valores 0.25,
0.5,0.75, 1, 2, 5, para 1000 observagoes, concluiram que o tempo de execugao para ANOVA
e Sub-D sao respectivamente 1.2471 e 2.06 segundos, enquanto que o tempo de execucao
do estimador REML ¢ cerca de 6.2618 minutos, o que significa que ANOVA e Sub-D sao
mais de 187 vezes mais rapido que o do REML.

4.2.1 Deducao do Método Sub-D para MLM com 4 Componentes
da Variancia

Nesta subsecao, comegamos a nossa abordagem deduzindo o Método Sub-D para mod-
elos mistos lineares com 4 componentes da variancia:

y=XB+ Xip1 + Xofr + X3f3 + ¢, (4.1)

onde y € Ayx1, denotado vetor das observacoes, com E(y) = XB e L(y) = 1My + YoM, +
yaMs +y4l, 1 ~ (0,911), B2 ~ (0,721), B3 ~ (0, y3l), com B; € Ajyx1, vetor dos parametros de
efeitos eleatdrios desconhecidos, enquanto que € Apx1, vetor de efeitos fixos desconheci-
dos, X;€ Apxg;, matriz de efeito aleatéria conhecida, My € Apxm € € € Apxq, vetor de erros
aleatorios desconhecidos.

O MLM, pode ser escrito como:

4
y~ (X,B/ Z Vde)/ (42)
d=1

onde y4 > 0,d = 1,...,r sao os parametros desconhecidos, chamados de componentes
da variancia, My = XaX] e L", com L™ = {A : Ae Apyxm, A = AT}, assumidos como
matrizes semidefinidas positivas e representam o conjunto das matrizes simétricas, sendo
que Xy € Apxm, matrizes conhecidas, denominadas matrizes dos efeitos aleatérios e M, =

L.

Seja P, = Pg(x), a matriz de projegao ortogonal sobre o subespaco gerado pelas colunas
da matriz X e P* = Pgxyr = I,, — P, a matriz de projecao ortogonal sobre o complemento
ortogonal do espaco das colunas de X. Seja B,, a matriz cujas colunas sao os vetores proprios
associados aos valores préprios nulos de P, pelo que B! B, = I,_yp,) € BB = P*.

Assim, produzimos o novo modelo, z = B y (modelo misto restrito) que denotamos por,

4
z=Bly~ O Y yaNa), (4.3)
d=1
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onde N;j = BIMB,, n = m —r(P.), e 0, € Apx1, vetor de zeros.

Para prosseguir com a deducao do método Sub-D, introduzimos a nogao, que pensamos
ser indispensavel para a mesma.

Definicao 4.2.1. Seja A€ Ayxn, uma matriz em bloco. Se TA produz uma matriz em
bloco, cujas matrizes na diagonal sao todas matrizes diagonais, dizemos que a matriz T
sub - diagonaliza A, isto é, T diagonaliza as matrizes A1, ..., Au na diagonal de A.

A dedugao do método Sub-D passa fundamentalmente pela sub-diagonalizacao da ma-
triz varidncia-covariancia, Y.5_; 74Ny ( modelo misto restrito em (4.3)), ou seja,

z ~ Nu(0,, 71N1 + y2Na + y3N3 + Yaly), (4.4)

onde N; é uma matriz simétrica. Nessas condicoes existe uma matriz ortogonal

An
B A
Pl = eﬂ(zgl @)X’ (45)
A,
(ver Schott [15], capitulo 4, segao 3 e 4), com Alieﬂgixn(Z?il gi = n), de modo que Nj =
P D:P; equivalente a P1N1P] = Dy, com
Ouly 0 ... 0
0 Oply ... 0
D= . SE T (4.6)
0 0 ... Owlg,

onde D; é uma matriz diagonal, em que as entradas na diagonal 6y;,i = 1,...,h sdo os
valores préprios da matriz N1, com multiplicidade g; = 7(A[). O conjunto das colunas de
cada matriz A]; formam um conjunto de vetores ortonormais g; associados ao valor préprio
01; da matriz Ni(ver Silva et al. [17], Teorema 2.1.8 ), de modo que, A[Ay; = pR(AlT].) e
AliAIi = Igi-

Por essa razao, PiP] =1,, e

P{Py = A[Au+...+A], Ay,
= Prap) +...+PR(AlThl
= I, (4.7)
Considere-se,
2 i=s
AN AL = { Wliés % (4.8)
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Assim, teremos

cov(P1z) = y1PiN;P|
[ Ol

0

= 1" :

| 0

] Oil

U,

+ V3 :

| U7,
= D01l

onde

NG, W

W2, N2
T, = .21 .22
Wi Wi

i=Ss
i#s.

+ 72P1N2P1T + 7/3P1N3PI + 7/4P1P1r
0 0 N, Wy
O121 g 0 W%l N%z
: : T :
0 91]’11 Ig]’l] W}zlll Wilz
U, uy, Ia 0 0
@) u 0 I 0
:22 .Zhl " 7/4 | %2 .
UZ]Z i]h] 0 O Lop,
. thlghl) + )/21"1 + ')/3r2 + ')/4D(Ig1 c. Ighl),
w, 0
W, u @)
:Zh] e I—.2 — .21 .22
}211111 uill uﬁﬂ

Oh1h1

(4.10)

2
uZhl

2

Agora, diagonalizamos as matrizes simétricas NZ.Zi, ou seja, sub-diagonalizaremos I';.

Sabendo que, N7 sdo matrizes simétricas (ver Schott [15], capitulo 4, secdo 3 e 4),

Aot
) ) Aoy i
existe uma matriz ortogonal Pp; = . €ﬂ(zhz,' - onde Azl-jeﬂgijxg,.(z 18 = i)
: j=181i)%8i
Aainy,
de modo que,
Oailgin 0 0
0 Oanlgi 0 ,
PyN;P;, = : : , =D, i=1,..., . (4.11)
O 0 92ih2;Igih2i
gij ¢ a multiplicidade de valores préprios 0, e AZTZ.].Azij = PR(AZ/) e Azl-]-AzTij = I, onde
AZTZ.]., i=1,...,h, j=1,..., hy, ¢ uma matriz ortogonal.
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Seja,
Py 0 ... O
p 0 Py ... 0
S eﬂ(zfjlZ?Z"lgfpx(zfilgf)' (4.12)
0 0 ... Py,

Prova-se facilmente que P,, é ortogonal, uma vez que Py; é ortogonal(ver Silva et al. [17],
Proposigao 4.2.1).

O novo modelo w, = P,P1z tera a matriz variancia-covariancia dado por,

COU(ZUQ) = Z(Pzplz) ylPZD(Qllgl A thlghl)P; + ')/2P2F1P; + ')/3P2F2P; + ')/4P2D(Ig1 e Ighl)P;—

[ 611P21P2Tl 0 0
0 012PP,, ... 0
=N : : . :
0 0 oo Oy PZhIP;hl
D%l P> szPsz . Py thleTh] 1
Py W§1P2Tl D%z e P22w§hlpghl
e : : - :
| Poy, Willple Pop, W;zzlzpsz T Dilhl ]
[ P21051P2Tl Py u%zpsz P u%hlpzTh1
P U3 P, Pzzngpsz ce. PzzughleThl
REE : : . :
| Pon, Uillp le Pop, ulezp 2Tz oo Poy OilhIP zTh1 |
[ Py P, 0 0
0 PPl ... 0
+ oyl L (4.13)
0 0 e P2;11P2Th1
Note-se que,
AzﬂAzTil 0 .. 0 Iin O .0
0 AQ,QATZ. 0 0 Ip ... O
PyiPy; = : : . - : I 8.2 . :
0 0 - AZihziAzTih2,. 0 0 ... L,
Para i # s,
Ao Wl.zsAsz 1 A WZ.ZSAZT52 oo Aoy WZ.ZSA;S -
AZiZWiZSATS Azizsz—l; P AZiQW.zAT
PZiWiZs P;—s _ . 251 .15 252 . .zs 2shog
Ainy, WfsAszl Aginy; Wl.ZSAZT52 oo Aoy, WizsAsz -
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e
IT2 AT I72 AT I72 AT
Aait uisAZSI Aait uisAZSZ o Ao uisAZShZS
IT2 AT I72 AT I72 AT
P ‘UZ pPT = AleuisAZSl AleuisAZSZ tee 142121/[1’51425112S
25t 25 : : . :
12 AT T2 AT 2 AT
Ay uisA2sl Ay uisAZSZ oo Aainy uisAZShZS

A matriz Dfi ,1=1,...h, que figura na diagonal da matriz do lado direito de (4.13), estd
definida em (4.11).

A seguir sub-diagonalizamos a matriz,

2 pT 2 pT 2 pT
PO, P, Pxn uézpzz ... Py U%hlPZh1
T T T
PnU5 Py, PnO5,P;, ... PZZUMPM1 (4.14)
2 pT 2 pT 2 pT
Pop, uh11P 2 P uh12P 2 - Py Ohlhl p 2h
ou seja, diagonalizaremos as matrizes PziOz.ziPZTi, i=1,...,h, que figuram em (4.13).
Asijt
Exist triz ortogonal, P Aaip tal
xiste uma matriz ortogona = i i . al que
& ) =3 : (Z;Z’l Z:ilj gijk)X(Z?zll leﬁ’l gi)’ d
Asijiy,
Osijilg,, 0 ... 0
0 Ozinly., ... 0
2 _ 1= 8ip — 3
P3i]'P2iOZ-l-P;iP;-]~ = . . .. = Diii’ (415)
0 0 93ijh2ij18ijh2ij
ondei=1,...,h,j=1,...,hy, uma vez que, OZ.ZZ. sao matrizes simétricas.
As colunas da matriz A;.jk, i=1,...,h,j =1,...,hy, k = 1,...,hyj, sao vetores

’ . . . s’ . . 2 T T ,
proprios ortonormais associados ao valor proprio 0y da matriz p3ijp2ioiip2ip3i]‘ e ik ¢ a

multiplicidade de valores préprios Oy, AzTijkAZijk = pR(AzTijk) e A2ijkA2Tijk = Ig-
Seja
P;; 0 ... O
b 0 Pyp ... O a 16
= € . . - . .
° SR (T E2 0 L X (Tl &1 2% ) (4.16)
0 0 ... Py,

Proposicao 4.2.1. P; é uma matriz ortogonal.
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Demonstracao. Tem-se que,

PyPL, 0 ... 0
0  PpP, ... 0
PsP g - : : " .. : 4
0 0 . P3h1P3Th1
onde
A31‘]‘1A;—ij1 0 S 0
0 AsipAs, ... 0
p3ijP3Ti]' - : : ] .. :
0 0 . Agithi].A;thij
Recorde-se que, A3ika;—ijk = I, e P3P; = IZ?:H . entao,
P; Ps 0 . 0
0 PPy ... 0
e
0 0 ... P, Pay,
e pelo Teorema 2.2.8 ( ver Silva et al. [L7]), temos
P;jpyj = A;ﬂAg,i]‘l + ...+ AB-l»—ithijA3ifh2ij
= PR(A;.ﬂ) +...+ PR(A;']'hZ,-]-)
= I, (4.17)
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O novo modelo w3 = P3P,P1z tera a matriz variancia-covariancia dada por,

cov(ws;) = L(P3P,P12)

Note-se que,

P5;PyP,,P;,

V1PsPaD(O1l, ... Oy g, )Py PY + y2PsPoTPI P;

+ 7/3P3P2I‘2P;—P;— + )/4P3P2D(Igl ce Igh] )P;P;—
[ 911P31P21P;1P;1 0 0
0 612P32P22P2TZP3T2 0
= N : . .
0 0 61h1P3h1P2h1P;h1P;—h1
P31D%1P3T1 P3Pz szpszP;z P31 Py W%hlpzThlpghl
P3P 22W§1P 2Tlp 3T1 PD §2P 3T2 P3P 22W§h1P zThlp ;—hl
+ . . .
| Pan, Pon W, P, P3; - Pan Pon W} P, P3, P3, D, P3,
[ Di’ll P3Py u%zpszpst P31 Py U%hlpghlpghl
P3Py, u%lp 2TlP 3T1 D gzz P3P 22u§hlp 2Th1P ;h]
t s : : :
| Pau Pon, Uy P, Py P P U PP, i
[ P31P21P2TlP3T1 0 0
0 P5,P»PL Pl 0
+ ; L : (4.18)
0 0 PghlPthPzTh] P3Th1
[ Ag,ﬂAzﬂAZTﬂAsTﬂ 0 0
0 A3i2A2i2A;—izA;2 0
0 0 A3ih3iA2ih2iA;ih2iA;—ih3i
[ Igil 0 0
0 I 0
0 0 Lin,;
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Repare que,
[ AanAnz ]

A21h21A112
AmAipz

AzzhzzAlzz
ApAgz
w3 = P3P,Pz = : :

Ay, A1z

Aon1 A1z

| A2h1h2h.1A1hlz
onde a matriz P3P,P; sub-diagonaliza a matriz variancia-covariancia, 22:1 VaNg.
A distribuicao dos sub-modelos
Zik = AsipAziiAnz, i=1,... 0, j=1,...  hy, k=1,..., hy,
resume-se na proposicao seguinte.
Proposigao 4.2.2. Sejaz;j ~ Ngf;k(ogijkr/\ijklgijk)/ i=1,....m;j=1,... oy k=1,..., hy,
onde Ajjx = y1601; + Y202 + Y305k + V4.

Demonstracao. Recorde que, A3ijkA2i]~A1i€ﬂgiijn e gijk < n, de acordo com o Teorema
A.1.8(c)(ver Silva et al. [17]), teremos que,

Zijk ~ (Ogijk, 2221 VdA:sijkAzijA1iNdATA2T”A3T1]k + )/4A3ijkA2ijA11ATA2Tl]A3TUk)

As porcoes, Yo, YalsiA2ijAiNaA[AY Az € ValsipArjAniA[ A Az, da

matriz variancia-covariancia pI‘OdUZ respectlvamente:

3
ZydijkAzszuNdATAle] sie = V1AsirAzij(Oul )A21] sije + V2 A3 A2iNG Azlj sije + V345N Agl]k
=

71 Glilgijk + y262ij1gijk + V363ifklgijk
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VahsiAriALATA,, jA;‘jk = VaAsijArilyiA,; J AT

3ijk
= V4A3i]'klgi/A;ijk
= V4Igfﬂ<
O
Proposicao 4.2.3. Sejai<s; j<r ek <x ( aplica-se a simetria). Entdo
COV(Zijk, Zers) = V3AsikAaijA1iN3AL AL, AL,
0 i=s; j#£rk#x
- ikl i=s;,j=rk=x (4.19)
V3A3ijkA2ijA1iN3AI—sA;srA;—srx 1#5.

Demonstracao.

COU(Zijk, Zorx) = AsikAzijAricov(z)Al AL A;,

s *2s1* “3srx

= AsipAzijA1i(y1N1 + y2Ny + y3N3 + yaN»)A A5 Aj

s* 2sr* *3srx
= 71C1+ 792G + y3Cs + 74Cy, (4.20)
onde Cd = A3ijkA2ijA1iNdAIsAgsrA;—s,xa com N4 = In.

Sei=s, j=rek=ux, cou(zi}) = Aix esei=s, j=r ek # x, temos o seguinte:

Ci = 04AsipAxA, A =0

2ir* “3irx gi/'k'g”x;
Cy = AsipAaiNiAL AL = 0ggi
G = Asiplly ) As0n = Ogyy 045
Co = Asipllyy g )Asire = Ogyp gy

Ci = AsiiAnj(0g.5)A45,4;5,, =0

2irt S3irx Sijk-Sirx?
G = ASijkAZijWiSAZSrASer;
G = AsijiAii U7 Aot Asers;
Cy = A3ijkA2ij(I i.gs)AZSrA3irx = Ogi]'k.gm-
O
Recorde-se que, w3 = P3P,P,z, escreve-se o sub-modelo linear fixo dado por
Zijk ~ Ngijk(Ogi],k, Aijklgijk)’ i= 1, cen ,]’ll,j = 1, N ,hzl',k = 1, cee ,I’inj, (421)

do modelo z ~ Nn(On, le] + 7/2N2 + )/3N3 + 7/41,1), onde Aijk = )/1611' + )/2921']' + )/3631']7( + V3.

Um estimador imparcial para A; do modelo z;j ¢ dado por (com base no estimador da
maxima verossimilhanga A;j )
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2 = oy by =1 k=1,
ijk_ Siji ,y1=1,..., 17]_ 7o 120, YV RRRNRLYIE

Pelo Teorema A.1.8(ver Silva et al. [17]),

1
E(S?jk) = gl__ﬂ<tr{/\ijklgijk} = Aijg. (4.22)
Assim, E(Szz]k) = Aijk = )/1911' + )/zezl'j + 7/383i]'k + V4, onde i =1,.. .,hl, ] =1,.. -;h2i,
k=1,...,hj, tal que, com

2 ) ]
S 0 O Os111 1
- . .
1 O Ooiny,  Oziiny, 1
5x O, O 0311 1
%122 012 Oxp, 03211, 1 V1
g = 53 - 013 Oy Os311 1 ey = ;2 7
_ X
S§h23 013 Oxny  Ominy, 1 V4
St O, Ow Oz 1
| Silhml | | thl 92}11}12111 93h1h1h2111 1 ]
teremos,
E(S) = ©y. (4.23)

Igualando as variancias Ajj, aos estimadores correspondentes, Sl.zj.k7 produz o seguinte
sistema de equagoes:
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S3, = 7101 + 20011 + Y3031 + Vs

S%hm = 71011 + 72001, + V30510, + Vs
S%l = 71012 + 720001 + 73031 + Y45

Sihzz = 71612 + Y202y, + 30301y, + V4;
S%l = Y1013 + Y2031 + ¥30331 + V4;

Sﬁ,m = Y1013 + V20031, + V3033, + V4;
......... ;
e e ;
Sill = Y101, + Y2021 + 3031 + V4
......... ;
Sithhl = 716w, + 720, + V303mmy, + Va4

cuja a notagao matricial é dada por,

S=0y. (4.24)

Desde que, 61; # 61y, i # i’ = 1,...,h(sdo os diferentes valores préprios de Nj),
Onij # Onip, j # J = 1,...,hi(sdo os valores préprios distintos de Nz.zl. = AulNbA]) e
Osijk # Osijp, k # k' = 1,...,hy;j (sdo os valores préprios distintos de Nfii = A2ijN3A2TZ.].),
conclui-se que a matriz ® é um rank completo, isto é, r(®) = 4.

Pelo Teorema A.1.5(ver Silva et al. [17]),

h ho; h ho; h haij h hy;

Y ij ;. X ij 01i02; L, Z},;] 010z X" Zf O
h ho; h hy; ho; ij h ho;
Y'Y 060y XL Gﬁij X Y 0200 X 2. O

1 o haij I o haij I o haij I o haij
YUY Osie XY 00O XYY Qéﬁk XY Osij

h hy; h hoi hoi hoij hoi hoij

Zil 2]2 611’ Zil 2]2 621'j Z]z Zk2] 63ijk 2]2 k2]

0’0 =

é definida positiva, e pelo Teorema A.1.6(ver Silva et al. [17]), @T® é uma matriz nao
singular, e a sua inversa ¢ denotada por (©T@®)!.

Multiplicando o sistema (4.24) em ambos os lados por @7 resulta o sistema de equagoes,

®'S =070y, (4.25)

Antonio Monteiro Pag. 41 de 51



Cap 4. Inferénca

cuja, a solugdo unica é (um estimador para y)

y=(0@'0)'0'Ss. (4.26)
14!
Y= ));2 denominado o estimador Sub-D e é referido como o método Sub-D.
3
V4
V1
Proposicao 4.2.4. y é um estimador imparcial de y, com y = 7;2
3
V4
Demonstragao. (ver Silva et al. [17], Proposicao 4.2.5) O

Proposigao 4.2.5. Seja i <i*; j < j'; k < k*(aplica-se a simetria).
(@ i=ij+5k+k: 0,
A2
c00(S}, St ) =1 (b) i=i;j=jik=k: ik

(c) i+ 2)3tr(QN3),

ATAT AT AsziiAgiiA1i

174404413414 13ijk 41214110

onde () = VijkNgvi*]-*k*, com Vijk = — I]g”k
ij

Demonstracao. Tem - se que,

T T
) s Zi]'kzijk Zi*j*k*zi*j*k
cov(Siy, Siipe) = cov( ,
TAT T T T T
= cov(z'( )Z,2 ( )2)
Sijk 8k

cov(z"Vijz, 2" Vijuez) = 2tr(Vig VVi e V)

2ytr(VigN1 Vi jieN1) + 2917287 (VijeN1 Vi je No) + 2173t 7(VigN1 Vi e N3 )

2y1y4tr(VigeN1 Vi) + 2271t (ViNo Vi e N1) + 295t (VigNo Vi 1N )

2y2y3tr(VigN2 Vi p1eN3) + 227t (VigN2 Vi jie) + 237181 (VigN3 Vi j- N1)

2y3y2tr(VixN3V; - N2) + 2y§tr(vijkN3Vi*j*k*N3) + 2y3Y4tr(VigN3 Vi i)

2y4y1tr(VisViejieN) + 2y4p2tr(VigVieje Na) + 2y 3t (VigVie e Na) + 23t (Vi Viejoe)
=i jj kek: 0,

2

_ T
= 1=1,]=7],K= . Sk

1#1: 2y§tr(Vl]kM3Vf]*k¥M3)

+ + + +
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Para o primeiro caso, temos: i =i*; j # j; k # k", assim

1 T

— TAT T . » . T T N N .
vijkvaij*k* - GGk A1iA2,‘]'A3i]'kA31]kA21]A1zNlA1iAzi]'*A3ij*k*A31]*k*A21]*A11
ijk&ijke
1
TAT T T T
= WA1iA2ijA3ijkA3i]'kA2if(91iIgi)A2ij*A3ij*k*A3iJ'*k*A2ij*A1i
ijk&sij*k*
= Ogixg; (4.27)
ViikNoVijpe = #ATAT Al AzinAgii AN AT AL AL L A Agiic A
ijktN2 Vijks  — GGk 143214 431k 131k 32141 1iIN 243 £ 3 e £ Bi ek £ 1200 43
iik8ifk
1
= QikGirK Alz‘AZijA3z‘jkA31]kA21](N z'i)Azij*A:—sij*k*A&J*k*AZlJ*A11
ik i k*
= Oy (4.28)
ViuN3Viie = ;ATAT AL AsiikAgiiA1iN3ALA AL Agiivke Agii Avi
ijkIN3 Vijks  — QiikSiik 1i442ij4 131k 3ijk412ij411i4N3 L1 2ij+4 3k 3ijkr£12i 411
ik ik
1
— TAT AT » AUNPBYAT AT . . )
= WAHAZijAaijkA&JkAZU(Nz'ii)Azij*Aaij*k*A?ﬂJ*k*AZIJ*A11
ijksijkr
= Ogug: (4.29)
1
— TAT T N . .
ViiVijre = gijkgi],*k*AliAzijA3ijk(0gf,-ng,-*)A311*k*A211*A11
= Ogixg: (4.30)

Por conseguinte, (4.27), (4.28), (4.29) e (4.30) com a proposicao 2.1.1 (c) (ver Silva et
al. [17]) demonstra o primeiro caso, isto é, i =1%; j # [*; k # k".

Para o segundo caso, i =i"; j = j* e k = k', com Y ~ Nu(Og,, Aijelg,, ), resulta

yl-T. Yijk le Yijk Aji Aii
coo(s%) = B, Ty = o= SR
Sijk Sijk Sijk Sijk
A2 A2
ijk ijk
= 2Ly, }=2-L. 4.31
Shi sl Sijk 430

Finalmente, para ultimo caso, isto é, i # i*, resultado desejado se torna claro usar o
Teorema 1.3.(d) de Schott [15] e nota que

A1iM Ay = AgiAge = Ogngi*

Antonio Monteiro Pag. 43 de 51



Cap 4. Inferénca

4.3 Resultados Numéricos

O autor dos métodos Sub-D e Sub-DI (versao melhorada de Sub-D)(ver Silva et al. [17]),
utilizou o Software R para todas as simulacoes que foram feitas e testou o desempenho dos
métodos para pequenas amostras.

Os testes foram feitos e aplicados para trés componentes da variancia nos modelos
seguintes: Balanced “One Way Design”, Unbalanced “One Way Design”, “Two Way Crossed
Design”e “Two Way Nested Design”.

Para comprovar a validade, a eficiéncia e o desempenho dos métodos Sub-D e Sub-DI,
simularam para cada y; € {0.1,0.25,0.5,0.75,1.0,2.0,5.0} com i = 1,2, 3, 10000 observagoes
para os modelos Balanced “One Way Design”, Unbalanced “One Way Design” e “Two Way
Nested Design”. Para o modelo Unbalanced “Two Way Crossed Design”simulou para cada
yi € {0.1,0.25,0.5,0.75,1.0, 2.0, 5.0, 10}, 1000 observagoes, comparando com os estimadores
de REML e ANOVA, apresentando os resultados em tabelas com quatro casas decimais.

Para o modelo Balanced “One Way Design” conclui- se que os estimadores Sub-D e
ANOVA, sao os preferidos, porque o estimador REML forneceu estimativas baixas para
valores de componentes da variancia de y; < 0.5. No modelo Unbalanced “One Way
Design”, Sub-D fornece estimativas imparciais, embora com maior dispersao. Para y,
REML fornece estimativas precisas, embora nao tao precisas quanto as fornecidas por Sub-
D. Mas, para y; < 0.75 as estimativas nao sao tao precisas para os valores de y; > 0.75.
Embora nao haja precisao, ANOVA fornece estimativas aceitdveis para 1, mas para )»
produz estimativas nao reais.

No modelo “Two Way Crossed Design”, os métodos Sub-D, Sub-DI, REML e ANOVA
sdo aplicados e Y1, y2 e o erro(ys) foram estimados. O estimador REML fornece es-
timativas precisas para 1, 2 e y3 € {1.0,2.0,5.0} e com baixa precisao para yi, )2 e
y3 €1{0.1,0.25,0.5}. O estimador ANOVA fornece estimativas aceitaveis para )1, mas para
V2 € V3 as estimativas fornecidas sao extremamente nao reais, enquanto que, os estimadores
Sub-D e Sub-DI fornecem estimativas precisas para todos os parametros.

No modelo “T'wo Way Nested Design”, as inicas estimativas precisas sao as fornecidas
por Sub-D e Sub-DI, enquanto que os métodos REML e ANOVA forneceram estimativas
com baixa precisao, sendo que ANOVA produz estimativas nao reais. E claro que o Sub-DI
produz estimativas com erros quadraticos médios menores do que Sub-D para todos os
parametros.

Conclui-se que, o Sub-D e Sub-DI mantiveram um desempenho constante e preciso em
relagao a todos os modelos abordados.

Neste trabalho o método Sub-D serd testado e aplicado para quatro componentes da
variancia e em todos modelos que foram aplicados para trés componentes da variancia.
Para cada y; € {0.5,0.75,1.0,2.0,5.0}, i = 1,2,3, y4 = 1.0 fixo, os modelos foram observa-
dos 10000 vezes. Os resultados serao apresentados em tabelas com cinco casas decimais,
comparando os valores reais(VR) e valores estimados(VE).
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VR | VE VR | VE VR | VE VR | VE VR | VE

Y11 0.5 | 0.49286 | 0.75 | 0.69873 | 1.0 | 1.00831 | 2.0 | 2.01046 | 5.0 | 5.09781
Y2 | 0.75 1 0.77917 | 1.0 | 1.01745 | 0.5 | 0.48237 | 5.0 | 5.07745 | 2.0 | 2.03174
Y3 1 2.0 |2.03379 | 5.0 |5.05215 | 0.75 | 0.75576 | 1.0 | 1.05495 | 0.5 | 0.50468
Y4 | 1.0 | 0.98761 | 1.0 | 0.95146 | 1.0 | 1.01320 | 1.0 | 0.91023 | 1.0 | 0.98092

Tab. 4.1: Valores reais e estimados, usando o Método Sub-D.

VR | VE VR | VE VR | VE VR | VE VR | VE

y1 ] 0.5 | 249379 | 0.75 | 470352 | 1.0 | 2.13731 | 2.0 | 6.23395 | 5.0 | 7.45713
Y2 | 0.75 | 2.44144 | 1.0 | 4.18521 | 0.5 | 1.71370 | 5.0 | 7.35756 | 2.0 | 5.12966
Y3 | 2.0 | 3.47275 | 5.0 | 7.31941 | 0.75 | 1.83923 | 1.0 | 3.34504 | 0.5 | 2.62364
ys | 1.0 | 227873 | 1.0 | 4.15645 | 1.0 | 1.65292 | 1.0 | 4.87531 | 1.0 | 4.26792

Tab. 4.2: Variancia dos valores reais e estimados, usando o Método Sub-D.

Da tabela 4.1 podemos ver que, o Método Sub-D fornece estimativas aceitaveis e um
bom desempenho. Se os valores reais fossem y; = 0.5, y, = 0.75, y3 = 2.0 e y4 = 1.0,
podemos reparar que s6 o valor estimado por y,, afasta muito do valor real, com maior
dispersao. Quando os dados reais forem y; = 0.75, 2 = y4 = 1.0 e y3 = 5.0, o valor
estimado por y; apresenta maior dispersao. Para valores reais com y1 = y4 = 1.0, ¥, = 0.5
e y3 = 0.75, os valores estimados sao aceitaveis e préximos dos valores reais. E se os valores
reais fossem ;7 = 2.0, y» = 5.0 e y3 = y4 = 1.0, s6 os valores estimados por Y4, apresenta
uma dispersao muito grande. E para valores reais Y1 = 5.0, y2 = 2.0, y3 = 0.5 e y4 = 1.0,
os resultados estimados sao proximos de reais e aceitaveis.

Apartir da tabela 4.2, observa-se que os valores das variancias obtidas pelo Método
Sub-D, fornece estimativas confidveis e um desempenho razoavel.

Se y1 = 0.5, o = 0.75, y3 = 2.0 e y4 = 1.0, os valores estimados das variancias sao
respectivamente, 2.49379, 2.44144, 3.47275, 2.27873, onde estao distribuidas em torno da
média global para todas as observacoes, que ¢é 2.67167. Repara-se que s6 o valor apresentado
por 3.47275 dispersa um pouco da média global.

Para y; = 0.75, y2 = y4 = 1.0 e y3 = 5.0, os valores estimados das variancias sao,
470352, 4.18521, 7.31941 e 4.15645, respectivamente, distribuidas em torno da média
global de 5.09114. Destas, sé o valor apresentado por 7.31941 afasta muito da média
global.

Quando y1 = y4 = 1.0, y, = 0.5 e y3 = 0.75, os valores estimados das variancias sao,
2.13731, 1.71370, 1.83923 ¢ 1.65292, na devida ordem, onde estao distribuidas em torno
da média global de 1.83579. Repara-se que, sé o valor apresentado por 2.13731 dispersa
mais da média global.

Para y1 = 2.0, y2 = 5.0 e 3 = 4 = 1.0 os valores estimados das variancias, respectiva-
mente sao, 6.23395, 7.35756, 3.34504, 4.87521, onde estao distribuidas em torno da média
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global de 5.45297. Repara-se que, os valores 7.35756 e 3.34504 estao mais dispersas da
média global.

E sey1 = 5.0, y2 = 20, y3 = 05 ¢ y4 = 1.0, os valores estimados das variancias
sao, 7.45713, 5.12966, 2.62364, 4.26792, respectivamente, onde estao distribuidas em torno
da média global de 4.86958. Repara-se que, os valores das variancias apresentados por,
7.45713 e 2.62364, estao mais dispersas da média global.

Este capitulo encontra-se publicado em revista internacional(ver Silva et al. [15]).
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Capitulo

CONCLUSAO

Para comprovar a validade, a eficiéncia e o tempo de execucao do Método Sub-D em
MLM com trés componentes da variancia o autor(ver Silva et al. [17], capitulo 6), conclui
que:

e O Sub-D fornece estimativas a qualquer tipo de dados e a qualquer modelos aplicados,
mesmo tendo células vazias, o que nao acontece com os estimadores ANOVA e REML;

e O estimador Sub-DI produz estimativas nao viesadas, mas com menos dispersao do
que o Sub-D, ambas fornecem estimativas ligeiramente mais precisas(devido a sua
imparcialidade) do que o estimador REML em todos os modelos abordados, mas
comparaveis quando os modelos sao equilibrados, tendo em alguns casos um pouco
mais disperso quando os modelos sao desequilibrados;

e O estimador Sub-D e Sub-DI em modelos Balanced “One Way Design”fornecem esti-
mativas precisas, enquanto que estimador REML fornece estimativas precisas baixas
e com pouco desempenho e o estimador ANOVA nao fornece estimativas reais em
nenhum dos modelos Unbalanced “T'wo Way Crossed Design”e “Two Way Nested De-
sign”, apenas parece fornecer estimativas realistas em modelos Balanced “One Way
Design”, desde que ANOVA usa técnicas de efeito fixo;

e O Sub-D e Sub-DI mantém um desempenho constante, fornecendo estimativas sem-
pre precisas para todos os modelos que foram aplicados, enquanto que REML nao
mostra um desempenho constante em particular os desequilibrados(“modelos com
dois fatores aninhados”). Para o estimador ANOVA, o cendrio é ainda pior, uma vez
que fornece estimativas nao centralizadas tanto em modelos Unbalanced “Two Way
Crossed Design” e “Two Way Nested Design”,

e Para y; € {0.25,0.5,0.75,1.0,2.0,5.0}, i = 1,2,3, com 10000 observagoes, os tempos
de execucao dos estimadores ANOVA, Sub-D e Sub-DI sao 1.2471, 2.06 e 4.3338

segundos respectivamente, enquanto que para o estimador REML ¢é cerca de 6.2618
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Cap 5. Conclusao e/ou Comentdrios Finais

minutos, isso significa que, o cédigo para ANOVA e Sub-D é mais rapido que o de
REML 187 vezes.

Assim, neste trabalho, pensamos ter cumprido, os objetivos definidos e, por outro lado,
ter confirmado o método Sub-D, anteriormente desenvolvido e provado para modelos com
dois componentes da variancia, modelos com trés componentes de variancia e generalizado

deduzindo-o para modelos com um nimero arbitrario de componentes da variancia(ver
Silva et al. [17]).

De acordo com os resultados numericos(ver tab.4.1 e 4.2), comparando os valores reais
com os valores estimados, para o caso particular de modelos mistos lineares com 4 compo-
nentes da variancia, conclui-se mais uma vez a eficiéncia e a validade do método Sub-D.
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